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本日の内容

1. 需要関数と供給関数

2. 説明変数と誤差項の相関

3. 2段階最小二乗法

4. みかんの需要曲線のより厳密な推定
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需要関数と供給関数
▶ 財の価格や数量を決定する関数

å需要関数と供給関数

▶ 需要曲線の位置
å諸要因（e.g.,消費者数や家計所得など）に
よって変化．

▶ 供給曲線の位置
å諸要因（e.g.,季節や生産要素価格など）に
よって変化．

▶ グラフでの，各曲線からの乖離（誤差）
å市場や時点によって変化．

▶ データとして観測されるのは，市場均衡での
（誤差を含む）取引数量と価格の組み合わせ．
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需要・供給曲線の位置

q

p

需要曲線

市場

供給曲線

月

O

実際には需要・供給曲線は目に見えず，価格と数量
の組み合わせだけが分かる．
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価格と数量の散布図

需要曲線？ 供給曲線？

q

p

　　　　
O

数量を価格（と他の要因）に回帰しても，推定され
たものは需要曲線でも供給曲線でもない．
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⇓
供給曲線の位置の変化を無視して需要関数を推定し
ようとすると、需要関数と供給関数を混合したもの
が推定される！

⇓
第 3回と第 4回の授業で推定したものは需要関数で
はなく，需要関数と供給関数を混合したもの．
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線形同時方程式モデル

簡単化のため，定数項以外に説明変数が 1つである
式 2本からなる線形同時方程式モデル（linear
simultaneous equation model）を考える．

yi = β0 + β1xi + ui, (1)
xi = α0 + α1yi + wi . (2)

▶ 「xi → yi → xi → yi →…」のように決定され，
xi と yi が相互依存関係にある．
⇒需要・供給関数のモデルと同様．
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もし，E(ui | xi) = 0の仮定が正しければ，
E(xiui) = E(E(xiui | xi)) = E(xiE(ui | xi)) = 0かつ
E(ui) = E(E(ui | xi)) = 0となり（繰り返し期待値の
法則），

Cov(xi, ui) = E(xiui) − E(xi)E(ui) = 0.

「説明変数と誤差項は無相関」

このとき，

plim
n→∞

β̂1 = β1 +
Cov(xi, ui)

V(xi)
= β1.

「観測値数 nが十分に大きいとき，回帰係数の OLS
推定量は真の係数の値に確率収束する（一致推定
量，consistent estimatorになる）」
※ β̂0についても，plim

n→∞
β̂0 = β0.
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▶ 任意の c > 0について，

lim
n→∞

P
(
| β̂1 − β1 |< c

)
= 1

が成り立つとき，β̂1は β1に確率収束する
（converge in probability）という．

▶ plim
n→∞

β̂1 = β1や β̂1
p
→ β1と書く．

▶ 観測値数 nが十分に大きいとき，β̂1は β1からほ
ぼ 100%，離れない．
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しかし，

yi = β0 + β1xi + ui, (1)
xi = α0 + α1yi + wi . (2)

からなるモデルは，
▶ ui が変化
→ (1)に沿って yi が変化
→ (2)に沿って xi が変化
→…

⇒「(1)の説明変数と誤差項が相関する！ 」

Cov(xi, ui) ≠ 0

ならば E(ui | xi) ̸= 0.
å OLS推定における仮定の 1つ「E(ui | xi) = 0」が
満たされない！
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このとき，Cov(xi, ui) ̸= 0なので，

plim
n→∞

β̂1 = β1 +
Cov(xi, ui)

V(xi)
̸= β1.

「観測値数 nが十分に大きくても，回帰係数の OLS
推定量は真の係数の値と異なる値（偏った値）に確
率収束する（一致推定量にならない）」
※ β̂0や，(2)の α̂0, α̂1についても一致推定量になら
ない．

⇓
システムが複数の式からなり，各式の説明変数と被
説明変数に相互依存関係がある場合（e.g.,需要・供
給関数），各式の係数を OLSで推定すると偏り（バ
イアス）が生じ，正しく推定できない．

11 / 40



▶ 説明変数と被説明変数の相互依存関係によっ
て生じる OLS推定量の偏りを同時方程式バイ
アス（simultaneous equation bias）という．

▶ システムの外部で決まる変数を外生変数
（exogenous variable）という．

▶ e.g.,需要・供給モデルにおける市場規模，家計所
得，生産要素価格（電力価格，職員賃金など），気
候，法的規制，技術水準など

▶ 外生変数を所与として，システムの内部で決ま
る変数を内生変数（endogenous variable）と
いう．

▶ e.g.,需要・供給モデルにおける価格や数量

⇒需要関数や供給関数の説明変数には内生変数が
含まれ，これにより同時方程式バイアスが生じる．
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操作変数
同時方程式バイアスを緩和しつつ，説明変数と被説
明変数に相互依存関係のある式を推定する方法を考
える．
xi を内生変数である説明変数，ui を誤差項とする．
▶ xiと相関し，かつ uiと相関しない変数を操作
変数（Instrumental Variable, IV）といい，ziで
表す．

▶ Cov(zi, ui) = 0かつ Cov(zi, xi) ̸= 0.
▶ 外生変数であれば，「推定式の誤差項と相関し
ない」と考えることができる．
å「内生説明変数と相関する外生変数」が，
操作変数になりうる．

▶ 操作変数は 1個とは限らず，複数個存在する場
合もある．
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2段階最小二乗法
xi が内生変数で，zi が xi と相関し，かつ ui と相関
していない場合，

yi = β0 + β1xi + ui

を推定する際，2段階最小二乗法（2-Stage Least
Squares, 2SLS）を用いれば，同時方程式バイアス
を緩和できる．
▶ zi を操作変数として用いる．

▶ 2SLSは操作変数法（Instrumental Variable
Method）の 1つと考えることができる．

▶ 2SLSなどの操作変数法は，観測値数が十分大
きいときに使われる．
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第 1段階
▶ 内生説明変数を，システムに登場する全ての外
生変数に回帰．つまり，

xi = π0 + π1zi︸    ︷︷    ︸
uiと無相関

+ vi︸︷︷︸
uiと相関

をOLSで推定．
▶ zi は操作変数なので定義上，ui と無相関．
▶ π0は定数項なので変動せず，ui と無相関．

⇒ xi の変動を，ui と無相関な部分と相関する
部分に分割．

▶ xi の予測値 x̂i = π̂0 + π̂1zi を求める．
⇒ xi の変動のうち，ui と無相関な部分を抽出．

※内生説明変数が複数個あれば，各内生説明変数に
対しこの作業を行う． 15 / 40



第 2段階
▶ 推定したい式の内生説明変数 xi を，第 1段階
で求めた予測値 x̂i に変更した式

yi = β0 + β1 x̂i + ui

をOLSで推定．
▶ x̂i は ui と無相関．

▶ β1の 2SLS推定量は，

β̂1,2SLS =
∑n

i=1
(
x̂i − ¯̂xi

)
(yi − ȳ)∑n

i=1
(
x̂i − ¯̂xi

)2 .

※内生説明変数が複数個ある場合の係数ベクトルの
2SLS推定量は，β̂2SLS = (X̂′X̂)−1X̂′y.
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識別の次数条件
「推定したい式に含まれる内生説明変数の個数
（G）」と，「推定したい式に含まれない外生変数の
個数（K）」の大小関係によって，その式が 2SLSな
どで推定できる場合とできない場合がある．
▶ G > K

▶ 過少識別（識別不能，under-identified）
▶ 推定できない（操作変数を使わず無理に OLS推定
をするとバイアス発生）．

▶ G = K
▶ ちょうど識別（just-identified）
▶ 2SLSなどで推定できる．

▶ G < K
▶ 過剰識別（over-identified）
▶ 2SLSなどで推定できる．

⇒ G ≤ K なら 2SLSなどで推定できる．
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みかんの需要・供給モデル
みかんの需要関数と供給関数をそれぞれ，

需要：qit = βD0 + βDPpit +
9∑

m=2
βmdmi + uDit,

供給：pit = βS0 + βSQqit + βT t + βTT t2 + uSit .

▶ qit :取引数量
▶ pit :価格
▶ dmi :各市場ダミー
▶ i :市場番号
▶ t :月（時点番号）

とする．
18 / 40



この定式化における仮定

▶ 需要曲線の切片：各市場で異なる．
▶ 需要曲線の傾き：全 9市場・各月で共通．

⇓
需要曲線の位置は各市場で異なる，と仮定する（消
費者の数などの条件が各市場で異なるから）．
▶ 供給曲線の切片：各月で異なる．
▶ 供給曲線の傾き：全 9市場・各月で共通．

⇓
供給曲線の位置は各月で異なる，と仮定する（季
節・気象条件がみかんの限界費用に影響するから）．
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内生変数と外生変数

▶ 内生変数
▶ 取引数量
▶ 価格

▶ 外生変数
▶ 各市場ダミー

▶ 市場ごとの消費者の数などの条件を反映
▶ 需要曲線のシフト要因

▶ 月
▶ 供給曲線のシフト要因

▶ 月の二乗
▶ 価格に対して二次関数の関係である可能性を考慮
▶ 供給曲線のシフト要因
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識別の次数条件の確認
▶ 需要関数の説明変数に含まれる内生変数：1個

▶ 価格 pi

▶ 需要関数に含まれない外生変数：2個
▶ 月 t
▶ 月の二乗 t2

⇓
「需要関数の説明変数に含まれる内生変数」＜「需
要関数に含まれない外生変数」なので過剰識別．
⇒識別の次数条件を満たす．
⇒ 2SLSなどで推定できる．
（この定式化の場合，供給関数も識別の次数条件を
満たす．）

21 / 40



2SLS推定のイメージ

q

p
大田市場

需要曲線

供給曲線

月

O

需要曲線のシフト要因を固定し，月で供給曲線をシ
フトさせて需要曲線を炙り出す．
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2SLS推定のイメージ

q

p

　　　　

多摩 NT市場

需要曲線

供給曲線

月

O

需要曲線のシフト要因を固定し，月で供給曲線をシ
フトさせて需要曲線を炙り出す．
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2SLSにおける決定係数
▶ モデルの説明変数と誤差項に相関がある場合，
決定係数も自由度修正済み決定係数も適切に
定義できない（証明は省略）．

▶ 2SLSを用いる目的
åモデルの説明変数と誤差項に相関がある場
合に，より厳密な係数推定値を得るため
（モデルの当てはまりの良さを高めるためで
はない．）

⇓
2SLSの第 2段階推定における R2や R̄2は，解釈が
できない．
▶ 参考：Wooldridge, J.M., 2013. Introductory Econometrics: A Modern

Approach. Fifth ed., South-Western, Mason, OH, USA, p.523.
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gretlでの変数の二乗の作成方法

1. gretlの画面上で，二乗したい変数をクリック
して選択．

2. gretlのメニューバーから「追加」→「選択され
た変数の二乗」と操作．

▶ 新たに作成された，二乗の変数の名前の頭には
sq_が付けられる．

▶ sqは square（二乗）の略．

3. gretlのメニューバーから「ファイル」→「デー
タを保存」と操作し，必ずデータセットを上書
き保存．
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gretlでの 2段階最小二乗法
メニューバーから「モデル」→「操作変数法」→
「2段階最小二乗法」と操作し，

▶ 「従属変数」には推定したい式の被説明変
数を，

▶ 「説明変数（回帰変数）」には推定したい式の
右辺に含まれる説明変数（内生変数と外生変
数両方）を，

▶ 「操作変数」にはシステムに登場する全ての外
生変数を，

それぞれ選び，標準誤差を設定して「OK」をク
リックすればよい．
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ただし，第 1段階推定（内生説明変数を，システム
に登場する全ての外生変数に回帰）の結果は表示さ
れない．

⇓
第 1段階推定は，メニューバーから「モデル」→
「通常の最小二乗法」と操作し，

▶ 「従属変数」には推定したい式の内生説明変
数を，

▶ 「説明変数（回帰変数）」にはシステムに登場
する全ての外生変数を，

それぞれ選んで結果を出力すればよい．
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例えば，実習で推定するみかんの需要曲線の場
合は，
▶ 推定したい式の被説明変数

▶ 取引数量

▶ 推定したい式の右辺に含まれる説明変数
▶ 価格（内生）
▶ 各市場ダミー（外生）

▶ システムに登場する全ての外生変数
▶ 各市場ダミー
▶ 月
▶ 月の二乗
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実習 1
まず，月の二乗の変数を作成する．

1. gretlを起動．
2. 「ファイル」→「データを開く」→「ユー
ザー・ファイル」と操作．

3. orangetokyo.gdtを選択し，「開く」をクリック．
4. gretlの画面上で，monthをクリックして選択．
5. gretlのメニューバーから「追加」→「選択され
た変数の二乗」と操作．

▶ 15番目の変数として，「sq_month」が出現し，そ
れが「monthの二乗」という定義の変数となる．

6. メニューバーから「ファイル」→「データを保
存」と操作．これでデータセットが上書き保
存される．
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実習 2
先に説明した定式化の下で，みかんの需要関数を
2SLSで推定する．gretlで 2段階最小二乗法の操作
をすると，第 2段階推定の結果のみが表示されるの
で，その前に第 1段階推定（内生説明変数を，シス
テムに登場する全ての外生変数に回帰）の結果を表
示させておく．

1. gretlのメニューバーから「モデル」→「通常の
最小二乗法」と操作．

2. 出てきたウィンドウ左側の変数リストにある
priceをクリックし，3つの矢印のうち上の青い
右向き矢印をクリック．

▶ 推定式の左辺の変数（被説明変数，従属変数）が
price（みかんの価格）となる．
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3. Ctrlキーを押しながら，ウィンドウ左側の変数
リストにあるmonth，du_2，du_3，du_4，
du_5，du_6，du_7，du_8，du_9，sq_monthを
クリックし，3つの矢印のうち真ん中の緑の右
向き矢印をクリック．du_1など，他の変数は
クリックしない．

▶ 推定式の右辺の変数（説明変数，独立変数）が
month（月）と，du_2から du_9（築地を除く 8市
場のダミー変数）と，sq_month（月の二乗）と
なる．

▶ 最初から説明変数リストに入っている constは推
定式の切片（定数項）のこと．

4. 「頑健標準誤差を使用する」にチェック．
▶ 誤差項のクラスター構造に対して頑健な，Arellano
の標準誤差が計算され，推定式の誤差項 ui の分散
に関する仮定が誤っていても，より厳密な分析が
できるようになる．

5. 「OK」をクリックすると，結果が表示される．
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このような画面が表示されれば成功．「gretl: モデル」のウィ
ンドウはまだ閉じない！ 32 / 40



指数表示
gretlでは数値の桁数や小数点以下桁数が大きい場
合，指数で表示される．
▶ 例えば 1.483e+012は，

1.483 × 1012

という意味．
▶ 変数 du_2（大田市場ダミー）の係数の t 値は

1.483 × 1012.

▶ 例えば 4.79e-095は，

4.79 × 10−95

という意味．
▶ e.g.,変数 du_2（大田市場ダミー）の係数の p値は

4.79 × 10−95.
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続いて，第 2段階推定（推定したい式の内生説明変
数を，第 1段階で求めた予測値に変更した式を OLS
で推定）の結果を表示させる．

6. gretlのメニューバーから「モデル」→「操作変
数法」→「2段階最小二乗法」と操作．

7. 出てきたウィンドウ左側の変数リストにある
quantityをクリックし，5つの矢印のうち一番
上の青い右向き矢印をクリック．

▶ 推定式の左辺の変数（被説明変数，従属変数）が
quantity（みかんの取引数量）となる．

8. 説明変数（回帰変数）のリストに入っている変
数のうち，monthと sq_monthの 2つをドラッ
グして選択し，5つの矢印のうち上から 3番目
の赤い左向き矢印をクリック．

▶ 選択した変数が説明変数リストから消去される．
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9. ウィンドウ左側の変数リストにある priceをク
リックし，5つの矢印のうち上から 2番目の緑
の右向き矢印をクリック．

▶ 推定式の右辺の変数（説明変数，独立変数）が
du_2から du_9（築地を除く 8市場のダミー変数）
と，price（みかんの価格）となる．

10. Ctrlキーを押しながら，ウィンドウ左側の変数
リストにあるmonth，du_2，du_3，du_4，
du_5，du_6，du_7，du_8，du_9，sq_monthを
クリックし，5つの矢印のうち上から 4番目の
緑の右向き矢印をクリック．du_1など，他の
変数はクリックしない．

▶ システムに登場する全ての外生変数が，month
（月）と，du_2から du_9（築地を除く 8市場のダ
ミー変数）と，sq_month（月の二乗）と定義さ
れる．
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11. 「頑健標準誤差を使用する」にチェック．
▶ 誤差項のクラスター構造に対して頑健な，Arellano
の標準誤差が計算され，推定式の誤差項 ui の分散
に関する仮定が誤っていても，より厳密な分析が
できるようになる．

12. 「OK」をクリックすると，結果が表示される．
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このような画面が表示されれば成功．
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第 1段階推定結果
▶ 月の係数

▶ 339.881
▶ 有意水準 1%で，係数ゼロの H0棄却．

▶ 月の二乗の係数
▶ −26.2072
▶ 有意水準 1%で，係数ゼロの H0棄却．

⇒「需要関数に含まれない外生変数」とした「月」
も「月の二乗」も，「需要関数の説明変数に含まれ
る内生変数」の「価格」と統計的に有意に相関して
いる．
⇒「月」も「月の二乗」も操作変数として機能して
いる可能性がある．
▶ より一般的な判断方法は，後の授業で説明
する．
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第 2段階（需要関数）推定結果
▶ 価格の係数

▶ −3.44107（符号は負）
▶ 有意水準 5%で，係数ゼロの H0棄却．

å価格は取引数量と統計的に有意に相関して
いる．
åみかん 1kg当たりの価格が 1円高くなると，取
引数量は平均して 3.44107t減少する傾向がある．
⇒経済理論と整合的．　

▶ OLSと 2SLSでの，価格の係数推定値の違い
▶ OLS（前回の授業で推定）では，価格の係数は
−1.82343.
å価格と数量の相互依存関係により，OLS推定値
に同時方程式バイアスが生じた（需要関数と供給
関数を混合したものが推定された）可能性がある．

▶ このバイアスが生じているかを検定する方法は，
後の授業で説明する．
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補足
▶ 「冬になるとみかんを食べたくなる」消費者が
みかん市場の多数派である場合，需要曲線も
「月」によってシフトしてしまう．
å「月」は需要曲線の説明変数にも含まれる．
åその場合，「月」は「推定したい式の説明変
数に含まれない外生変数」にならないので操作
変数として使えない．

▶ 参考：鹿野繁樹（2015）『新しい計量経済学―デー
タで因果関係に迫る』日本評論社．

▶ 企業・団体・事業者レベルのデータを用いて需
要関数や供給関数を推定する場合，生産要素価
格（電力価格，職員賃金など）を供給曲線のシ
フト要因（需要関数の価格に対する操作変数）
として使うことが考えられる．
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